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Aufgabe 1. Die Gesamtaufgabe besteht aus zwei Teilen, die unabhingig voneinander
losbar sind.

Teil 1

Beantworten Sie die folgenden Fragen, d.h. a) bis d), jeweils mit einer kurzen Begriindung.

a) Welche der abgebildeten Mengen ist konvex?

1)@ z)O 3)00

b) Welche der folgenden Mengen ist konvex? (Hierbei: = € R, x € R™)

1) D= {x|lx[l =2}

2) €= {x|lxll2 <2}

3) F ={x| sin(z) <0.5}

4) G={z |z < -2}U{x |z >3}

¢) Welche der abgebildeten Funktionen ist konvex?

1>M2> v\/:%)V

d) Welche der folgenden Funktionen ist nicht konvex?

1) f(z)=2*z€R

2) glz) =L, zeRz>0
3) h(z) =z, zeR,xz>0
4) k(x)=3z+1,z€R



Teil 11

Gegeben sei das Optimierungsproblem
minimize fo(x)

subject to  Ax <b.

Dabei sei x = (I1> mit 1,25 € [0,00). AuBerdem sind A und b gegeben durch

T2
-3 1 0
1 1 5)
A=1|0 11, b=13
1 -3 0
1 0 3

a) Skizzieren Sie die Menge zuldssiger Losungen.

T2

T T T

b) Geben Sie fiir folgende Zielfunktionen jeweils den optimalen Wert und die zugehérige
Menge optimaler Losungen an:

i) fo(x) =21+ 22
i) fo(x) =z — 3z,
iii) fo(x) = —[|x]|o

Hinweis: Die Maximumsnorm des Vektors x ist definiert als

Il = max |z



Aufgabe 2. Die Gesamtaufgabe besteht aus zwei Teilen, die unabhéngig voneinander
losbar sind.

Teil 1

a) X und Y seien absolut-stetige Zufallsvariablen. Vervollstindigen Sie die mittlere
Spalte der Tabelle mit den passenden Operatoren, so dass die resultierenden Aussagen
allgemein gelten. Verwenden Sie dabei nur die in der ersten Tabellenzeile angegebenen
Operatoren. Falls mehrere Operatoren zutreffen, geben Sie nur die stérkste Aussage

>7 <7 2’ S? :7 #
H(X) H(XY)
I(X;Y) 0
1(X;Y) H(X) + H(Y) — H(X,Y)

b) Z; und Z, seien identisch verteilte stochastisch unabhéngige (i.i.d.) Zufallsvariablen
mit Z;, Zs ~ R(—1,1). Bestimmen Sie die differentielle Entropie H(Z) des Zufallsvek-
tors Z = (Zl, ZQ)/.

Teil 11

Betrachten Sie den folgenden Kanal. Es soll im Folgenden schrittweise die Transinformation
[(X;U) berechnet werden, wobei U = (U;,U,)'. Der Kanaleingang X ~ N(0,02) sei
stochastisch unabhéngig von den Rauscheinfliissen W; und W5. Die Rauschterme seien
i.i.d. und es gelte weiterhin Wy, Wy ~ N(0,02).

Hinweis: Verwenden Sie im Folgenden den natiirlichen Logarithmus.

¢) Nehmen Sie an, dass p konstant und reellwertig ist sowie im Intervall u € (0, 1) liegt.
Bestimmen Sie zunéchst die Transinformation I(X;Y") des gesamten Kanals
X =Y.

Betrachten Sie nun den Teilkanal X — U.
d) Bestimmen Sie die Kovarianzmatrix 3y des Zufallsvektors U.
e) Bestimmen Sie die Entropie H(U).

f) Bestimmen Sie nun unter Verwendung der vorherigen Teilaufgaben die Transinfor-
mation I(X; U).



Aufgabe 3. Betrachten Sie den folgenden Kanal mit reeller Eingabe X mit E(X) = 0,
einer Zufallsvariablen V| welche die Kanalverstarkung (Fading) beschreibt, und additivem
weiBen Rauschen Z ~ N(0,0?). X, V und Z seien gemeinsam stochastisch unabhiingig.

-

X 02

Y

a) Sei V zuniichst einpunktverteilt mit P(V = 1) = 1. X unterliege der Leistungs-
beschriinkung L, d.h. E(X?) < L. Geben Sie fiir diesen Fall die Kanalkapazitit an
(ohne Beweis).

b) Sei V nun einpunktverteilt mit P(V' = 1) = 1. Ferner unterliege der Ausgang Y einer
Leistungsbeschriinkung P, d.h. E(Y?) < P. Bestimmen Sie die Kanalkapazitit fiir
diesen Fall. Wie muss X verteilt sein, damit die Kanalkapazitéit erreicht wird?

c¢) Die Verteilung von V' sei nun beliebig. Zeigen Sie, dass durch Kenntnis des Fading-
faktors V' die Transinformation erhoht wird, also gilt:

I(X;Y|V) > 1(X;Y).

Hinweis: Benutzen Sie:

I(R; S|T) = H(R|T) — H(R|S, T).

Aufgabe 4. Betrachten Sie den komplexen MIMO-Kanal Y = HX + Z mit Eingabe X,
fester Kanalmatrix

und von der Eingabe stochastisch unabhingigem Rauschterm Z ~ SCN (0,7 - I3). Fiir die
Eingabe gelte eine Leistungsbeschrinkung von L = 12, d.h. E(X*X) < L. Verwenden Sie
bei der Losung dieser Aufgabe den natiirlichen Logarithmus.

a) Geben Sie die Anzahl der Sende- und Empfangsantennen an.
b) Berechnen Sie die Kapazitiat des MIMO-Kanals.

¢) Finden Sie die Kovarianzmatrix Q derjenigen Eingabeverteilung X ~ SCN(0, Q),
mit der die Kanalkapazitét erreicht wird.

d) Die Leistungsbeschrinkung wird jetzt auf L = 3 reduziert. Wie grof ist nun die
Kanalkapazitédt, und mit welcher Eingabeverteilung wird sie erreicht?



