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Aufgabe 1.

a)

b)

d)

Es sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A. Geben Sie eine Bedin-
gung fiir A und B an, sodass gilt

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A)P(B).

Ein dreimotoriges Flugzeug stiirzt ab, wenn der Hauptmotor ausféllt oder beide Seit-
enmotoren ausfallen. FEin viermotoriges Flugzeug stiirzt ab, wenn auf einer Seite
beide Motoren ausfallen. Die Ausfallwahrscheinlichkeit jedes einzelnen Motors auf
einem bestimmten Flug sei dabei p. Das Eintreten eines Motorenausfalls beeinflusst
nicht die Zuverldssigkeit der anderen Motoren. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass ein dreimotoriges bzw. viermotoriges Flugzeug wegen Motorenversagens
abstiirzt.

Betrachten Sie die beiden folgenden Kurven zur Absturzwahrscheinlichkeit in Ab-
héngigkeit der Ausfallwahrscheinlichkeit p eines Motors. Welche Flugzeugklasse gehort
zu welcher Kurve (Begriindung erforderlich)?
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Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ausfall eines Motors sei nun p = 107°. Eine Flugge-
sellschaft verfiigt iiber 30% dreimotorige und 70% viermotorige Flugzeuge. Ein
Flugzeug dieser Gesellschaft stiirzt ab. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass
es sich dabei um ein viermotoriges Flugzeug gehandelt hat?



Aufgabe 2.

a) Man betrachte einen SISO-Kanal ohne Rauschen, also
Y = hX,
mit A > 0 und X ~ Exp (A), A > 0. Bestimmen Sie die Dichte fy(y).
b) Man betrachte nun einen SISO-Kanal mit Rauschen, also
Z =hX + N,

mit h = 1/2, X ~ Exp(\) und N ~ Exp(u), A,u > 0. Die Eingabe X und das
Rauschen N seien stochastisch unabhéngig.

e Bestimmen Sie fz(z).

e Unter welcher Bedingung hat die Dichte die folgende Form?
fz(2) =d*z e "*Ijp,00)(2)
c) Man betrachte nun ein 2 x 2-MIMO-Kanal ohne Rauschen, also

Y = HX,

_ (X _(n (3 3
X—(X2>,Y—(Y2),undH—(% % .

Die Dichten der stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen X; und X, sind gegeben
durch

mit

fxi(@1) = 2727 g o) (1),

fx,(2) = 23 1jg o0 (2).

Wie lautet die gemeinsame Dichte fy, v, (y1, y2)?

Aufgabe 3. Gegeben sei eine diskrete, gedéchtnislose Quelle X mit dem Quellalphabet
X ={A, B,C,D}. Die Symbolwahrscheinlichkeiten seien P(X = A) = 0.4, P(X = B) =
0.3, P(X=C)=02und P(X = D) =0.1.

a) Bestimmen Sie die Entropie der Quelle bzgl. log,.

b) Konstruieren Sie einen bindren Huffman-Kode und bestimmen Sie seine mittlere
Kodewortlange.

c) Priifen Sie, ob bei Kodierung von Symbolpaaren (Blocke aus zwei Symbolen), die
mittlere Kodewortlinge pro Symbol um 5% gegeniiber dem Huffmann-Kode aus b)
verbessert werden kann. Falls dies moglich ist, konstruieren Sie den zugehérigen
bindren Huffman-Kode.

Hinweis: Falls Sie b) nicht gelst haben, nutzen Sie 1.91 als mittlere Kodewortlidnge.



d) Kodieren Sie mit dem Huffman-Kode aus b) die Nachricht ,,CD*.

e) Durch einen Fehler werde das 3. Bit der kodierten Nachricht aus d) verfélscht.
Welche Nachricht wird in diesem Fall dekodiert?

Die Symbole werden nun mit den Eingabewortern C = {(0,0,0), (0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}
identifiziert und iiber einen gedéchtnislosen bindren symmetrischen Kanal mit Fehler-
wahrscheinlichkeit e = 1/4 geschickt.

f) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit pg fiir die fehlerfreie Ubertragung eines Eingabe-
worts?

g) Geben Sie eine ML-Dekodierung hyy, : {0,1}* — C an.

h) Nehmen Sie an, dass die Ausgaben D = {(0,0,0), (0,0,1)} zu (0,0,0) dekodiert wer-
den. Die Wahrscheinlichkeit, filschlicherweise (0,0,0) zu dekodieren, soll minimiert
werden. Geben Sie hierzu eine eindeutige Zuordnung zwischen dem Quellalphabet X
und den Eingabewortern C an, wobei das Symbol C' fest dem Eingabewort (1,0, 1)
zugeordnet wird. Wie hoch ist die zugehorige Wahrscheinlichkeit?

Aufgabe 4. Gegeben sei die Reihenschaltung zweier diskreter, geddchtnisloser Kanile
mit der Eingabeverteilung P(X = 0) = py > 0 und P(X = 1) = 1 — p,. Es gelte weiterhin
0<rst<1.

X Kanal 1 Y Kanal 2 A
u : Z=0
Yo
t
Y3 Z =1

Hinweis: Verwenden Sie fiir die gesamte Aufgabe den Logarithmus zur Basis 2.

a) Erginzen Sie die fehlenden Ubertragungswahrscheinlichkeiten.

b) Berechnen Sie die Ubertragungswahrscheinlichkeiten P(Z = j | X =) fiir i,j = 0, 1
und zeichnen Sie einen dquivalenten einstufigen Ersatzkanal. Fiir welche Parame-
ter (r,s,t) ist eine fehlerfreie Detektion der Eingabesymbole X bei Kenntnis von Z
moglich?

c) Bestimmen Sie alle Parametertripel (r,s,t), 0 < r,s,t < 1, sodass sich ein binérer
symmetrischer Kanal (BSC) mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 1/8 ergibt.

d) Berechnen Sie fiir den dquivalenten BSC-Kanal aus c) die Transinformation I(X, Z)
fiir die Eingabeverteilung (po, 1 — po) = (1/4,3/4).

e) Geben Sie die kapazitétserreichende Eingabeverteilung (p§, 1 — pf) des dquivalenten
Kanals an. Berechnen Sie anschliefend die zugehorige Kanalkapazitéat.



Aufgabe 5. Die Gesamtaufgabe besteht aus zwei Teilaufgaben, welche unabhéngig
voneinander 16sbar sind.

Teil 1

a) Essei X ~ R(a,b) eine gleichverteilte Zufallsvariable. Bestimmen Sie die differentielle
Entropie von X.

b) Zeigen oder widerlegen Sie die Aussage ,,Die differentielle Entropie ist nichtnegativ®.

Teil 11

c) Betrachten Sie die folgende Abbildung zur anschaulichen Darstellung der Entropie
der Zufallsvariablen X und Y. Skizzieren Sie in dieser Abbildung in unterscheidbarer
Art und Weise die bedingte Entropie H(X|Y') und die Transinformation I(X,Y).

H(Y)
H(X)

d) Zeigen Sie rechnerisch die Giiltigkeit der Beziehung fiir die Transinformation 7(X,Y)

HX)-HX|Y)=HX)+HY)-H(X,)Y).
Es sei nun (X,Y) ~ Ny(0,X) zweidimensional normalverteilt mit der Kovarianzmatrix
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e) Berechnen Sie die Transinformation 7(X,Y’) und die bedingten Entropien H(X|Y)
und H(Y]X).

f) Es gilt jetzt p = 0. Wie lautet nun die Transinformation 7(X,Y)? Welche Konse-
quenz hat dies fiir die Zufallsvariablen X und Y?



Aufgabe 6. Gegeben sei der folgende zweistufige Kanal:

Ny 2 Ny
X @ Y & @ A
Stufe 1 Stufe 2

Das Eingangssignal X der ersten Stufe unterliege der Leistungsbeschrinkung F(X?) < L
und habe den Erwartungswert E(X) = 0. Die additiven Rauschterme N; und N, seien
normalverteilt mit Ny ~ N(0,0%) und Ny ~ N(0,03). Das Eingangssignal der zweiten
Stufe ist das Ausgangssignal der ersten Stufe multipliziert mit dem Faktor u > 0. Das
Ausgangssignal der zweiten Stufe ist Z. Das Eingangssignal X und die beiden Rauschterme
N7 und N seien gemeinsam stochastisch unabhéngig.

a) Geben Sie die Kapazitat Cx y der ersten Stufe in Abhéngigkeit von o7 und L an.

b) Sei p = 1. Berechnen Sie die maximale Transinformation I, (Y, Z) zwischen Y und
Z in Abhéangigkeit von oy, oo und L.

c) Sei p wieder beliebig aber grofier als Null. Berechnen Sie die Kapazitat Cx » des
gesamten Kanals, also die maximale Transinformation zwischen X und Z in Ab-
héngigkeit von oy, o9, L und pu.

Aufgabe 7. Gegeben sei ein komplexer MIMO-Kanal Y = HX + N mit additiver Stérung
N ~ SCN(0, X)), wobei fiir die Storkovarianzmatrix 3Xn = 60 - I gilt. Die Kanalmatrix
H sei

V2 0

0 3+
H_
V3 0
0 1—i

Hinweis: Verwenden Sie fiir die gesamte Aufgabe den natiirlichen Logarithmus.

a) Geben Sie die Anzahl der Sende- und Empfangsantennen an.

b) Das mittelwertfreie Eingangssignal unterliege einer Leistungsbeschrankung von
EX"X)<L=5.

Zeigen Sie, dass diese Leistungsbeschrinkung in Abhéngigkeit von der Kovarianzma-
trix Yx formuliert werden kann.

c) Berechnen Sie die Kapazitit des MIMO-Kanals.

Auf der Empféngerseite soll nun das Empfangssignal Y gefiltert werden, so dass sich das
Eingangssignal X moglichst gut aus X rekonstruieren ldsst (siehe Grafik).

Aus diesem Grund wurde mittels Optimierung eine optimale Filtermatrix A berechnet, fiir
die gilt
1

A= (HH"+X%y) H.
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d) Zeigen Sie, dass die Matrix (HH" + 3y tatséchlich invertierbar ist.

Hinweis: Eine hermitesche Matrix ist invertierbar, wenn sie positiv definit ist. Eine
hermitesche Matrix A ist positiv definit, wenn gilt

xTAx >0, firallexeC"', x#0.

Aufgabe 8. Die Gesamtaufgabe besteht aus zwei Teilaufgaben, welche unabhingig
voneinander 16sbar sind.

Teil 1

Gegeben sei das Optimierungsproblem

minimize  fo(z1, x2)
subject to 2x1 + 29 > 4
—X1 + Xo Z —2
i) S 6
x1,22 € [0,00).

Zeichnen Sie die zulédssige Menge. Geben Sie fiir folgende Zielfunktionen jeweils den opti-
malen Wert und die zugehoérige Menge optimaler Losungen an.

i) fo(w1,72) = 21 + 19
11) fo(LUl,l’Q) = —T1 — T2

lll) fo(l’l, 1'2) =T

Teil 11

a) Ein lineares, zeitdiskretes SISO-System wird durch die Beziehung

y(t) = Z hiu(t — 1)

beschrieben, wobei t € Z ist. Fiir die weiteren Groflen gilt:
e Eingangssignal u(t) € R mit u(t) =0 fir ¢t <0
e Ausgangssignal y(t) € R
e Kanalkoeffizienten h; € R (gegeben) mit h; = 0 fiir i > N

Geben Sie fiir die Abtastzeitpunkte 0 < t < N die Beziehung zwischen Ein- und
Ausgangssignal in einer kompakten Matrix/Vektorschreibweise an.



b) Das Ausgangssignal y(¢) soll nun néherungsweise einem vorgegebenen Signal ;e ()
folgen. Hierfiir ist die betragsméBig maximale Abweichung der Differenz e(t) = y(t) —
Yziel(t) fur die Zeitpunkte 0 < ¢ < N moglichst klein zu halten, d.h.

max |e(t)] — min.
0<t<N

Um dieses Ziel zu erreichen, soll jetzt eine Steuerung fiir das Eingangssignal wu(t)
entworfen werden. Dabei sind die folgenden technischen Spezifikationen zu beachten.

e Das Eingangssignal darf nur fiir die Zeitpunkte 0 < ¢t < M gesteuert werden.
Fiir die Zeitpunkte M <t < N muss das Eingangssignal Null sein.

e Die Energie des Eingangssignals Zi\io u?(t) darf die verfiighare Gesamtenergie
F..x nicht iiberschreiten.

e Zwischen aufeinanderfolgenden Zeitpunkten ¢t und ¢ 4+ 1 darf sich der Wert des
Eingangssignals betragsméfig um nicht mehr als 0.25 &ndern.

Formulieren Sie das obige Problem als Optimierungsproblem. Verwenden Sie dabei
fir die Zielfunktion die Matrix/Vektorschreibweise aus Aufgabenstellung a).

Hinweis: Die Maximumsnorm eines Vektors x € RY ist definiert als

elloc = max ||

c) Das obige Optimierungsproblem wird durch zwei verschiedene Algorithmen gelost:

’ ‘ Algorithmus 1 ‘ Algorithmus 2 ‘

Optimaler Vektor w Uy
Wert der Zielfunktion 0.014936 0.014936
0.6

0.4} t

—0.4}

0 a0 100 150 200
t

Die beiden Losungsvektoren sind dabei unterschliedlich, d.h. es gilt u; # uy (siehe
Grafik). Konnen Sie aus obigen Informationen schliefien, dass bei einem der beiden
Algorithmen ein Fehler aufgetreten ist?



