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Aufgabe 1. Eine Quelle S generiert die Symbole {A, B} mit den Wahrscheinlichkeiten

1

P(S:A):P(S:B):§.

Das generierte Symbol soll iiber einen bindren symmetrischen Kanal (BSC, Skript Beispiel

3.1.5) iibertragen werden. Der BSC habe die Eingangsgrofie X € {0,1} und die Aus-
gangsgrofe Y € {0, 1} und sei gedéchtnislos. Die Kodierungs- und Dekodierungsregeln

0, falls S=A A | A fallsY =0
X(S):{ 1, falls S=B " S(Y)_{B, falls Y = 1 (1)

fithren fiir die Schitzung S zu einer Fehlerwahrscheinlichkeit von P(g # 5) = e. Ein
Amateurfunker will diese Fehlerwahrscheinlichkeit durch Repetitionskodierung verbessern
und schligt das folgende Kodierungsschema vor:
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1,1

0,0), falls S=A A, falls Y
L1 (1,1) 2)

_[ 00, o
X(S)_{ (7 )7 faHSS:B ) S<Y)_ B, falle

error, sonst
Da der Kanal gedachtnislos ist gilt
P[(Y17Y2) = (y1,92) | (X1, Xp) = ($1,9€2)] =PMi=uy | Xi=2)P(Ya =1y | Xo = 1)
fiir alle (21,22, y1,y2) € {0,1}

a) Berechnen Sie die Fehlerwahrscheinlichkeit P(S # S) fiir Kodierungsschema (2).
Hinweis: P(S#S5) >e fr0<e<1/2

Offensichtlich hat Kodierungsschema (2) zu einer Erhéhung der Fehlerwahrscheinlichkeit
im Vergleich zu Kodierungsschema (1) gefithrt. Im Folgenden sollen Sie zeigen, dass das
in (2) verwendete Schema trotzdem eine optimale Repetitionskodierung der Tiefe 2 ist.

Hierfiir wird die Datenverarbeitungsungleichung hilfreich sein, welche Folgendes besagt:
Bilden XY, Z eine Markov-Kette, so gilt I(X,Y) < I(X, Z), formal:

pxv.z(2,y, 2) = px (2)pyix (Y]2)pzy (2ly) V(z,y,2) € X XY X Z
= I(X,Y) > I(X, 2).

Die Mengen X', Y, Z bezeichnen die Triager der Zufallsvariablen X,Y, 7.

Gehen Sie nun wie folgt vor:



b) Wie grof ist die Transinformation I(X,Y’) im Vergleich zur Transinformation (X, Y")?
Hinweis: 1(X,Y) > I(X,Y) fir 0 < e < 1/2, dies steht im Widerspruch zu a).

c) Wie groB ist die Transinformation (S, S) fiir Schema (2) im Vergleich zur Transin-
formation I(X,Y)?
Ergebnis: 1(S,S) =1(X,Y)

d) Zeigen Sie, dass I(S,S5) < I(X,Y) fiir alle méglichen Dekodierungsregeln S(Y).
Benutzen Sie hierfiir die Datenverarbeitungsungleichung.
Aus ¢) und d) folgt, dass Schema (2) optimal ist.



