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5. Übung zur Theoretischen Informationstechnik I
Prof. Dr. Anke Schmeink, Fabian Altenbach, Martijn Arts, Christoph Schmitz

09.11.2012

Aufgabe 1. Eine reelle Matrix A ist positiv definit, wenn für die quadratische Form
x′Ax > 0 für alle x ∈ Rn, x 6= 0 gilt.

a) Zeigen Sie, dass eine positiv definite Matrix ausschließlich positive Elemente aii auf
der Hauptdiagonalen besitzt.

Hinweis: Verwenden Sie einen Vektor, welcher in der i-ten Komponente gleich Eins
ist und ansonsten nur Nullen aufweist, d.h. ei = (0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0)′.

b) Es gilt nun A = B′B, wobei B ∈ Rn×n. Zeigen Sie, dass A eine positiv semidefinite
Matrix ist. Welche Voraussetzung muss für B gelten, damit A positiv definit ist?

c) Gegeben sind die Eigenwerte λi und die Eigenvektoren νννi der Matrix A = B′B.
Eigenvektoren und die zugehörigen Eigenwerte sind durch die Gleichung Aνννi = λiνννi
miteinander verknüpft. Zeigen Sie, dass die Eigenwerte einer positiv definiten Matrix
größer als Null sind.

d) Aus Übung 4 ist bekannt, dass die reelle Kovarianzmatrix C symmetrisch ist. Weit-
erhin ist jede Kovarianzmatrix C positiv semidefinit (Skript Seite 24). Im Folgenden
soll allerdings von einer positiv definiten Kovarianzmatrix ausgegangen werden.

Positiv definite Matrizen – und somit auch Kovarianzmatrizen – besitzen eine Vielzahl
von typischen Eigenschaften. Einige dieser Eigenschaften wurden in den Aufgaben-
teilen a) bis c) gezeigt. Entscheiden Sie nun, ob die unten angegebenen Matrizen
gültige Kovarianzmatrizen sind. Nennen Sie gegebenenfalls mindestens eine Bedin-
gung, welche verletzt ist.

i) C1 =

 1 0.5 0.2
0.5 1 0.5
0.2 1 2


ii) C2 =

(
1 0
0 1

)
iii) C3 =

(
2 0.5

0.5 −3

)
iv) C4 =

(
0.5 1
1 1.5

)

Bitte wenden!



Aufgabe 2. Gegeben sei die gemeinsame Zähldichte fX,Y (x, y) = P (X = x, Y = y)
von vier verschiedenen Signalpunkten (siehe Grafik 1). Die Wahrscheinlichkeit für das
Auftreten eines Wertes ist dabei für alle Punkte gleich.

a) Die gemeinsame Zähldichte ist in der unten stehenden Tabelle angegeben. Vervoll-
ständigen Sie diese Tabelle, indem Sie in der entsprechenden Spalte bzw. Zeile die
dazugehörige Randdichte eintragen.

k = −1 k = 0 k = +1 P (X = l)

l = −1 0 1/4 0
l = 0 1/4 0 1/4
l = +1 0 1/4 0

P (Y = k)

Hinweis: Für die Randdichte von X gilt: P (X = l) =
∑

y∈TY
P (X = l, Y = y),

wobei TY der diskrete Träger von Y ist.

b) Zeigen Sie, dass die Zufallsvariablen X und Y unkorreliert sind.

Hinweis: Es gilt

E(XY ) =
1∑

k=−1

1∑
l=−1

klP (X = k, Y = l) .

c) Sind X und Y stochastisch unabhängig?

x

y

(0, 1)

(1, 0)

(0,−1)

(−1, 0)

Figure 1: Signalkonstellationen


