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Aufgabe 1. Die Aufgabe besteht aus zwei Teilen, die unabhéngig voneinander l6sbar sind.

Teil 1

Gegeben seien zwei diskrete Zufallsvariablen X € {—1,0,1} und Y € {0, 1}, wobei Y gleich-
verteilt ist und die bedingte Verteilung von X unter Y in der folgenden Tabelle angegeben
ist:

PX=iY=j)|i=-1]i=0]i=1
j=0] 04 | 02 | 04
j=1| 02 | 06 | 02

a) Geben Sie die gemeinsame Verteilung von X und Y sowie die Randverteilung von X an.
b) Geben Sie die bedingte Verteilung von Y unter X =1 an.

c) Berechnen Sie die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors (X, Y)7.

d) Sind X und Y unkorreliert?

e) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

Teil 11

Dieser Aufgabenteil beschéftigt sich ganz allgemein mit Kovarianzmatrizen beliebiger Zufalls-
vektoren.

f) Welche der folgenden Matrizen konnen Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors sein? Geben
Sie jeweils eine kurze Begriindung fiir Thre Antwort an.

a-(35) =5 1) e=( %)



Aufgabe 2. Gegeben sei die Dichte fx(z) einer reellen Zufallsvariable X mit einer endlichen
Varianz o2 > 0. Aus der Dichte fx ergeben sich mit Hilfe von Transformationen die folgenden
Funktionen:
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Bestimmen Sie den Wertebereich der reellen Parameter aq, as, as, as und as so, dass die
oben genannten Funktionen jeweils eine Dichte darstellen.

Nun sei die Dichte fx differenzierbar. Durch eine weitere Transformation ergibt sich
aus fy die Funktion fs(z) = —z f%(x). Untersuchen Sie fs und geben Sie notwendige
Eigenschaften von fx an, so dass fg eine Dichte darstellt. Geben Sie eine Dichtefunktion
aus der Vorlesung an, die diese Eigenschaften aufweist.

Durch eine weitere Transformation ergibt sich aus fx die Dichte

_ 2 y—c
fy(y) = exp(b )fX(eXp(—b2)> .
Geben Sie die Transformationsvorschrift 7" fir diese Abbildung an, so dass Y = T'(X)
gilt.

Geben Sie den Erwartungswert E(Y) der transformierten Dichte aus Unterpunkt c)
in Abhangigkeit des Erwartungswertes E(X) und den reellen Parametern b und ¢ an.
Wie muss der Parameter ¢ in Abhéngigkeit von E(X) und b gewéhlt werden, damit der
Erwartungswert E(Y") verschwindet?



Aufgabe 3. Betrachten Sie den stochastischen Prozess X (t) = a’Y (t). Der vektorielle Zu-
fallsprozess Y (t) ist fiir jeden Zeitschritt stochastisch unabhéngig und identisch verteilt als
Y (t) ~ Ny(p, ). Die Parameter lauten

2 1 4 1
=(3) o) =0
a) Geben Sie eine dquivalente eindimensionale Darstellung des stochastischen Prozesses an.
Um was fiir einen stochastischen Prozess handelt es sich bei X (¢)7?
b) Bestimmen Sie die Erwartungswertfunktion E(X (¢)).

c) Bestimmen Sie die Autokorrelationsfunktion Ry x (t1,ts).

d) Ist der stochastische Prozess X (t) schwach stationir? Begriinden Sie ihre Antwort.

Der stochastische Prozess X (t) werde von dem unten abgebildeten, verketteten LTI-System
gefiltert. Die Impulsantworten lauten hi(t) = t 1o, (t) und ho(t) = 6(t + to) und es gelte
to > 0.

{(X®)} {Z(1)}

— 3 () ho(t)  —m-—->
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e) Berechnen Sie die Fouriertransformierte G(f) der Gesamtiibertragungsfunktion g(t).

f) Berechnen Sie die Leistungsdichtespektren Sxx(f) und Szz(f) des Eingangsprozesses
X(t) bzw. des Ausgansprozesses Z(t).



Aufgabe 4. Betrachten Sie den folgenden binaren Kanal:

Dabei seien 0, € (0,1), und die Eingabeverteilung sei eine Gleichverteilung, d. h. es gilt
PX=0)=P(X=1)=1

3 Verwenden Sie in dieser Aufgabe grundsétzlich den Logarithmus
zur Basis 2.

a) Berechnen Sie die Entropie H(Y') und die bedingte Entropie H(Y'|.X), und geben Sie eine
Formel an, mit der die Transinformation I(X;Y") aus diesen beiden Werten berechnet
werden kann.

b) In welchem Fall entspricht die Transinformation I(X;Y") der Kanalkapazitiat? Welcher
Zusammenhang zwischen Transinformation und Kanalkapazitét besteht allgemein?

Nun sei § = € = £, es liegt also ein binérer symmetrischer Kanal (BSC) vor.

c) Geben Sie die Transinformation I(X;Y) an.

d) Entspricht die Transinformation in diesem Fall der Kanalkapazitat? Geben Sie eine
kurze Begriindung an.

Die Eingabeverteilung sei nun keine Gleichverteilung mehr, stattdessen gelte fiir den Rest der
Aufgabe P(X =0) =0.1 und P(X =1) =0.9.

e) Geben Sie die ML-Dekodierung fiir den obigen BSC an.
f) Fir die ME-Dekodierung ergibt sich die Dekodierregel hyg : {0,1} — {0, 1} mit

Welche Dekodierung ware bei diesem Kanal zu bevorzugen? Geben Sie eine kurze
Begriindung Threr Antwort an.



